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© 2025 Ing. Matéj Cajthaml. Vsechna prava vyhrazena.

Tento text vznikl z vlastni iniciativy autora a nejedna se o dilo vytvofené v ramci plnéni
povinnosti z pracovnépravniho ¢i obdobného vztahu. Dilo je chranéno autorskym zakonem
(zakon ¢. 121/2000 Sb.).

Poskytnutim tohoto materiadlu nevznika opravnénému uzivateli (dale jen ,uzivatel®) zadné
pravo dilo dale sifit, upravovat ¢i jakkoliv komeréné vyuzivat. Material je ur¢en vyhradné pro
osobni studijni potfeby uzivatele, ktery jej legalné obdrzel.

Je pfisné zakazano jakékoliv zpfistupnovani dila nebo jeho ¢asti tfetim stranam, a to jakou-
koliv formou (v¢etné elektronického sdileni, nahravani na servery, odesilani e-mailem, tisku
pro jiné osoby apod.). Rovnéz je zakazano text jakkoliv modifikovat, prekladat, ménit format,
odstranovat casti dila nebo jej zafazovat do jinych dél bez vyslovného pisemného souhlasu
autora. Stejny zakaz plati pro jakékoliv vyuziti dila nebo jeho casti za ucelem primého c¢i
nepfimého hospodarského prospéchu.

Uzivatel je opravnén dilo vyuzivat pouze pro osobni potfebu a pofizovat z néj soukromé
poznamky a vypisky slouzici ke studiu. Citovani pfiméfenych uryvki v ramci vlastnich neko-
merc¢nich (napf. studijnich) praci je povoleno za podminky fadného uvedeni autora, nazvu
dila a zdroje.

Ackoliv autor vynalozil pfimérené usili k zajisténi pfesnosti a spravnosti obsahu, toto dilo je
poskytovano ,jak stoji a lezi“ bez jakékoliv vyslovné ¢i implicitni zaruky. Autor nenese zadnou
odpovédnost za pripadné chyby, nepfesnosti nebo za jakoukoliv skodu ¢i ujmu (pfimou,
nepfimou ¢i naslednou) vzniklou v dusledku spolehnuti se na informace obsazené v tomto
dile nebo jejich pouzitim.

Uzitim tohoto materialu uzivatel bez vyhrad pfijima tyto podminky. Poruseni téchto podmi-
nek je povazovano za poruseni autorského prava a zaklada odpovédnost podle platnych
pravnich predpist.
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1.1 Uvod

Tento text je urCen piedevsim studentiim 4. rocniku Smichovské stfedni pramyslové skoly a
gymnazia v Odborném seminafi Pokrocila informatika.

Cilem je predat matematicky, resp. technicky zapis riznych druhti dtikazt, které se v infor-
matice bézné pouzivaji.
Pevné vérim, ze pro vas budou pfinosna a uzitecna na cesté za hlubsim porozuménim infor-

matice.

Pokud béhem ¢teni narazite na chybu, nepfesnost nebo budete mit navrh na zlepseni, budu
rad, kdyz vytvorite issue na GitHubu.

1.2 Prehled pouzitého znaceni

Symbol Vyznam
Mnozina obsahujici prvky A;, A, a dalsi, kde pofadi prvki
{AlaA27 } PSS BT
neni dulezité
| X Kardinalita mnoziny X (pocet prvki v mnoziné X)
Mnozina X je podmnozinou mnoziny Y (kazdy prvek z X je
XCY . . .
také v Y') nebo jsou si rovny
xXny Prinik mnozin X a Y (mnozina prvkua, které jsouv X ivY)
Sjednoceni mnozin X a 'Y (mnozina prvki, které jsou v X nebo
XUY
vY)
X\Y Mnozina prvku, které jsou v X ale nejsouv Y
N, Mnozina vsech nezapornych celych ¢isel: {0,1,2, ...}
N Mnozina v§ech kladnych celych ¢isel: {1,2,3, ...}
Mnozina v8ech celych ¢&isel: {...,—2,—1,0,1,2,...}
R Mnozina v$ech realnych ¢isel, tj. (—oo, +00)
Zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B (kazdému prvku z A
f:A—>B ey A
je prifazen pravé jeden prvek z B)
N-tice obsahujici prvky A,, A, a dalsi, kde potadi prvku je
(Ay, Ay, .., Ay) e
dilezité
A Logicka spojka a (konjunkce)
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Symbol Vyznam

\Y% Logicka spojka nebo (disjunkce)

= Logicka spojka neni pravda, ze (negace)

= Logicka spojka implikuje (implikace)

& Logicka spojka prave kdyz (ekvivalence)

v Pro kazdé (pro vsechny)

= Existuje (alespon jeden)

(0] Laudauova notace velké O (horni odhad rastu funkeci)

Q Laudauova notace velké Omega (dolni odhad ristu funkci)

S Laudauova notace velké Theta (pfesny odhad rastu funkci)

0 Laudauova notace malého o (pfisny dolni odhad ristu funkci)
w Laudauova notace malého omega (pfisny horni odhad ristu

funkci)

{a ] a€ ANAasmth}

Mnozinova notace (mnozina vsech prvku a, které jsou v mno-
ziné A a splnuji néjakou podminku)
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V teorii grafii existuje nékolik rovnocennych definic pojmu strom. Dvé nejbéznéjsi jsou
nasledujici:

1. Graf G = (V, E) je strom, pravé kdyz je souvisly a acyklicky.

2. Grat G = (V, E) je strom, pravé kdyz je souvisly a plati |E| = |[V| — 1.

Cilem je dokazat, Ze tyto dvé definice jsou ekvivalentni. Diikaz lze napsat riznymi zptisoby za
pomoci riznych technik. Nize je popsan jeden z moznych pristupi, ktery nevyuziva indukei.

Protoze se snazime dokazat ekvivalenci, je nejpfirozenéjsi postup rozdélit na dvé implikace.
Tedy je potfeba dokazat:

1. Pokud je graf strom (souvisly a acyklicky), pak |E| = |V| — 1.

2. Pokud je graf souvisly a |E| = |V| — 1, pak je strom (souvisly a acyklicky).

2.1 Prvni implikace

Dokazujeme, Ze pokud je graf strom, pak |E| = |V| — 1.
Necht G = (V, E) je kone¢ny*, neorientovany graf, ktery je souvisly a acyklicky.

Nyni miizeme rozdélit dikaz na dvé ¢asti, a to je, jaké vlastnosti musi platit pro acyklicky graf
a jaké pro souvisly graf.

2.1.1 Acyklicky graf ma nejvyse |V | — 1 hran

Prvni pozorovani, kterého si mizeme vsimnout, je Ze acyklicky graf nemuze obsahovat prilis
mnoho hran. Uvazujme, jak se méni pocet komponent grafu pii pfidavani hran.

Na zacatku mame |V'| vrcholt a z4dné hrany - tedy | V| komponent. Kazdy vrchol je izolovany
a tvori vlastni komponentu.

Pfidanim nové hrany do grafu mohou nastat dvé situace:

1. Hrana spojuje vrcholy z riznych komponent — pocet komponent se snizi o 1.
2. Hrana spojuje vrcholy ve stejné komponenté — vznikne cyklus.

K 2. bodu vznikne cyklus z dtvodu, Ze z definice souvislné komponenty plyne, Ze mezi
kazdymi dvéma vrcholy v komponenté existuje cesta. Pokud pfidavame jakoukoliv hranu
cesta. Tim padem vznikne cyklus, ktery je tvofen touto nové pridanou hranou a cestou, ktera
mezi témito vrcholy jiz existovala.

Aby graf zustal acyklicky, Ize pridavat pouze hrany spojujici rizné komponenty. Kazda takova
hrana snizi pocet komponent o 1, a protoze za¢indme s |V'| komponentami. Skon¢it mizeme
nejvyse s jednou komponentou (tedy souvislym grafem).

Pridavat hrany mizeme maximalné |V| — 1-krat, protoze po provedeni |V| — 1 spojeni jiz
nemuzeme pridavat dalsi hrany, protoZe existuje uz jenom jedna komponenta. V jedné kom-
ponenté jiz pfidavat hrany nesmime, protoze by vznikl cyklus, viz vyse.

Tedy plati:

Bl <[V]-1.

'Konecny je takovy graf, kde je V kone¢na mnozina.
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2.1.2 Souvisly graf ma alespon |V'| — 1 hran
Pokracujeme-li v pozorovani vyse, mizeme zjistit, kdy plati druha podminka stromu z prvni
definice, tedy souvislost.

Aby byl graf souvisly, musi kazda pridana hrana snizovat poc¢et komponent alesponi o 1 az
do poctu, kdy zistane pouze jedna komponenta. Poté kazda dalsi pridana hrana jiz nemuze
snizovat pocet komponent, protoze ztstala pouze jedna komponenta a tedy graf je potom vzdy
souvisly.

Z |V| izolovanych vrcholtt se musime dostat na jednu komponentu, coz vyzaduje alespon

|V| — 1 hran:
B> V|- 1.

2.1.3 Zaveér

Spojenim obou nerovnosti vyse dostavame, ze pokud je graf souvisly a acyklicky, pak plati:
V-1 <I[E<[V]-1

Tedy, ze |E| = |V| — 1.

Intuice

Kdyby mél strom méné nez |V| — 1 hran, nebyl by souvisly — nékteré vrcholy by zustaly
nepropojené. Kdyby mél vice nez |V| — 1 hran, musela by jedna z hran spojovat vrcholy,
mezi nimiz uz existuje cesta, ¢cimz by vznikl cyklus.

Soucasna souvislost i acykli¢nost tedy mohou nastat pouze tehdy, kdyz |E| = |V| — 1.

2.2 Druha implikace

Dokazujeme, Ze pokud je graf souvisly a |E| = |V| — 1, pak je strom (souvisly a acyklicky).
Prvné vyfesmeé acykli¢nost.

Predpokladejme, ze graf G = (V, E) je souvisly a ze obsahuje |E| = |V| — 1 hran. Pfedpo-
kladejme pro spor, Ze obsahuje alespon jeden cyklus.

Odstratime z cyklu libovolnou hranu. Protoze zbylé vrcholy cyklu zustavaji spojeny, graf
zistane souvisly, ale poCet hran se zmensi na |E| = |V| — 2. Poté neobsahuje zadné cyKkly.

Tim jsme ziskali souvisly graf s méné nez |V| — 1 hranami, coZ je v rozporu s tim, Ze
kazdy souvisly graf na |V'| vrcholech musi mit alespon |V/| — 1 hran (viz prvni ¢ast dikazu
implikace). Z toho plyne, ze puvodni graf cyklus obsahovat nemuze.

Tim jsme dokéazali, ze graf je acyklicky. Souvislost plati pfimo z predpokladu.

2.3 Zaver

Pro koneény neorientovany graf G = (V, E) plati:
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G je souvisly a acyklicky < G je souvisly a |E| = |V| — 1.

Tim je dokazana ekvivalence obou definic stromu.
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